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Sammanfattning
Beroende p˚a hur tv˚a punkter va¨ljs p˚a kubens sidoytor kommer kortaste va¨gen mel-
lan dessa att passera olika sidor. Det visar sig att, genom att ma¨ta vinklarna mellan
punkterna via n˚agot av ho¨rnen som ligger p˚a den gemensamma kanten, kan vi avgo¨ra
vilka sidor kortaste va¨gen mellan dessa punkter passerar. Om b˚ada dessa vinklar a¨r
mindre a¨n 135◦ s˚a kommer det alltid att vara na¨rmare att g˚a raka va¨gen o¨ver den ge-
mensamma kanten. Annars a¨r det na¨rmare att passera n˚agon tredje intilliggande sida.
Om punkterna ligger p˚a motst˚aende sidor kommer samma 135◦- resultat att ga¨lla.
Mest avla¨gsna punkt, givet en punkt som har avst˚and a och b fr˚an na¨rmsta re-
spektive na¨st-na¨rmsta kant, kommer att a˚terfinnas i koordinaterna ( 2b−2b
2+a
3−2a , b) eller
(a+b−ab−b
2
2−a+b , b) beroende p˚a olikheten
2b−2b2+a
3−2a <
a+b−ab−b2
2−a+b . Olikheten representerar
vilka punkter som kommer ge det kortaste avst˚andet till denna mest avla¨gsna punkt. I
allma¨nhet kommer det att finnas tre s˚adana va¨gar som a¨r lika l˚anga, men i n˚agra fall
finns det fler. D˚a P ligger p˚a n˚agon av kubens kanter kommer det att finnas fyra va¨gar
som ger ett lika l˚angt avst˚and och om punkten ligger p˚a n˚agot ho¨rn kommer det att
finnas sex va¨gar. Det finns a¨ven ett mycket intressant fall d˚a det finns tv˚a punkter som
a¨r mest avla¨gsna samma punkt P, detta intra¨ffar d˚a P ligger p˚a halva sidola¨ngden, men
ej i mitten.
Abstract
Depending on the choices of two point on the surface of the cube, the distance
between the two points is determined by the angle between the points and a common
corner. If the angel is less than 135◦ then the best way between them is the straight
path, otherwise its better to pass an adjacent side of the cube. This is also true if the
two points aren’t placed on adjacent sides.
The point on the cube which is the most distant to an arbitrary point P, also located
on the cube, is either ( 2b−2b
2+a
3−2a , b) or (
a+b−ab−b2
2−a+b , b) given that a and b are the distance
from P to its closest and second closest edge respectively. Which one of these coordinates
should be chosen is determined by the following inequality 2b−2b
2+a
3−2a <
a+b−ab−b2
2−a+b . The
inequality represents which ways that give the shortest distance to the most distant
point. In general there are only three of these paths that gives the shortest distance,
but in some cases there will be more. If the point P is placed on an edge, there will be
four paths to its most distant point, and if P is placed on a corner it will be as many as
six ways that gives the shortest path. The last case of interesting points will be if P is
placed on one of two middle lines parallel to the sides excluding their crosspoint. With
P located on these lines there are TWO most distant points, not just one.
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2
Fo¨rord
Fo¨rst och fra¨mst vill vi tacka v˚ar handledare Peter fo¨r hans stora sto¨d och engagemang i v˚art
projekt.
Planeringen av arbetet gjordes tillsammans i gruppen, vi beslutade oss fo¨r uppla¨gg av
skrivandet och resultatinfo¨rskaffandet samt hur loggboken skulle sko¨tas. Loggboken best˚ar av
ett dokument da¨r den enskilda individen o¨msom har skrivit p˚a egen hand, o¨msom skrivit om
hela gruppen. Vem och vilka inla¨ggen handlar om framg˚ar klart och tydligt p˚a rubrikerna.
Sofia har fo¨rsett gruppen med administrativa verktyg, organiserat planering och sett till att
vi fo¨ljer den ursprungliga planen samt att v˚art dokument a¨r enhetligt med alla krav och
mallar.
Metodiken fo¨r v˚art arbete har i stora delar best˚att i att ta¨nka ut angreppssa¨tt samt att, na¨r
ett s˚adant kommit upp, a¨ven angripit problemen utifr˚an detta angrepsa¨tt. De metoder vi fo¨rst
anva¨nde oss av a¨r egenkonstruerade datorprogram, som senare o¨vergick till mer matematiska
metoder. Modellering och programmering gjordes fra¨mst med hja¨lp av verktyget Geogebra.
Da¨r fo¨rso¨kte vi se olika samband, satte hypotes, underso¨kte och fo¨rso¨kte bevisa dessa.
I gruppen har under arbetets g˚ang ansvarsomr˚aden fo¨rdelats och Lena har producerat
m˚anga av de ovan na¨mnda datorprogrammen som lett fram till resultaten. Lena och Sofia
st˚ar som huvudfo¨rfattare till beviset om mest avla¨gsna punkt i det allma¨nna fallet samt har
bidragit i allra ho¨gsta grad till sektionen som handlar om cirkelskivor. Sofias stora uppgift i
arbetet har ocks˚a varit att skriva och formulera stora delar av texten samt att se till s˚a det
finns mycket beskrivande bilder tillga¨ngliga.
Anna och Jenny a¨r huvudfo¨rfattare till specialfallen till vilket Jenny varit initiativtagande
men de b˚ada har lika stor delaktighet i produktionen av resultat. De har a¨ven p˚abo¨rjat ett
bevis i stil med specialfallen som a¨ven skulle ga¨lla i det allma¨nna fallet. Detta bevis visade
sig vara o¨verflo¨digt i sluta¨ndan a¨ven om det ligger mycket arbete bakom det. De har valt
metod, bidragit med ide´er och sko¨tt bera¨kningarna som presenteras i specialfallen. P.g.a.
de m˚anga och l˚anga uttrycken i bera¨kningarna i det bortklippta avsnitt har det varit av
stor betydelse att vara tv˚a personer som kontrollerar resultaten. Delar av resultaten har
analyserats av Anna och Jenny, b˚ade tillsammans och var fo¨r sig, delar av resultaten har
analyserats tillsammans med Lena fo¨r ja¨mfo¨relse med det geometriska bevisen. Genom dessa
ja¨mfo¨relser har va¨rdefulla diskussionsbidrag till de olika kapitlen utbyts mellan kapitlens
huvudfo¨rfattare, vilket lett till ytterligare slutsatser.
Anna och Jenny har jobbat fram 135◦-resultatet i kapitlet ”Avst˚and mellan tv˚a punkter”,
ett resultat som alla i gruppen har analyserat tillsammans. Lena har tagit fram en geometrisk
lo¨sning som ett alternativt bevis.
3
1 Inledning
Detta arbete handlar om hur olika punkter p˚a ytan av en kub med sidan 1 fo¨rh˚aller sig
till varandra. Om vi godtyckligt va¨ljer tv˚a punkter p˚a ytan av kuben, hur hittar vi d˚a
kortaste va¨gen mellan dem? Kommer vi att kunna finna flera va¨gar med samma la¨ngd som
den kortaste? Hur ser det ut d˚a vi sta¨ller oss fr˚agan -vilken punkt a¨r la¨ngst bort givet en
godtycklig punkt p˚a kuben och vad ha¨nder om vi l˚ater cirkelskivor va¨xa fr˚an denna givna
punkt? Vilken form kommer den ytan som inte a¨r ta¨ckt av cirkelskivorna att anta och vad
betyder detta?
Det a¨r dessa fr˚agor vi sta¨lldes info¨r i projektet och s˚aledes dessa fr˚agor vi besvarar. I
huvuddel har arbetet g˚att ut p˚a att resonera om och bevisa de olika satserna och formule-
ringarna som fo¨rekommer i rapporten. Definitioner och uttryck har a¨ven tagits fram.
2 Definitioner och fr˚agesta¨llning
Na¨r det talas om kuben avses kubens yta - randen av kuben. De beteckningar som anva¨nds
fo¨r kubens sidoytor (kallas kortare fo¨r sidor) a¨r Up, Down, North, South, West och East, se
figur 2.1.
Figur 2.1: Beskrivning av kubsidornas beteckning: Up, Down, North, South, West, East
Fo¨r att kunna illustrera de kortaste va¨garna anva¨nds olika utvikningar av kuben, figur
2.2 presenterar ett f˚atal mo¨jliga utvikningar.
Figur 2.2: Exempel p˚a utvikningar av kuben
Innan fr˚agesta¨llningarna presenteras m˚aste vi definiera n˚agra uttryck och begrepp.
Definition 2.1 (Intilliggande sida). Tv˚a sidor a¨r intilliggande om de har en gemensam kant.
Definition 2.2 (Va¨g). En rektifierbar kurva p˚a kuben kallas en va¨g mellan kurvans a¨ndpunkter.
Definition 2.3 (Avst˚and). La¨ngden p˚a den kortaste va¨gen mellan tv˚a punkter kallas fo¨r
avst˚andet mellan punkterna.
Definition 2.4 (Antipod). Tv˚a punkter a¨r varandras antipoder om en ra¨t linje genom
punkterna g˚ar genom kubens medelpunkt. Tv˚a ho¨rn som a¨r antipoder kallas motst˚aende.
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Definition 2.5 (Geodet). a¨r en va¨g som lokalt ger avst˚andet mellan tv˚a punkter. En kurva
a¨r en geodet omm kurvan a¨r en ra¨t linje i n˚agon utvikning [1].
Definition 2.6 (Cirkelskiva). En cirkelskiva a¨r en cirkel vars hela area ska¨r kubens yta.
Fo¨ljande fr˚agesta¨llningar besvaras i rapporten:
• Antag att vi bo¨rjar i en given punkt P och fr˚an den punkten skapar cirkelskivor som
vi l˚ater va¨xa tills endast en minimal del av kuben a¨r utanfo¨r dessa cirkelskivor. Vilken
form har d˚a denna yta?
• Va¨lj tv˚a godtyckliga punkter p˚a kuben. Vilken a¨r kortaste va¨gen mellan dessa? Finns
det fler a¨n en s˚adan va¨g? Na¨r intra¨ffar i s˚a fall detta?
• Vilken a¨r den mest avla¨gsna punkten givet en punkt P? Kan det finnas fler a¨n en s˚adan
punkt, i s˚a fall na¨r?
3 Geodetiska cirklar
En liten cirkel placeras med origo i en punkt P , radien va¨xer s˚a att cirkelskivan sprids o¨ver
kuben. I olika utvikningar f˚ar vi d˚a olika plana cirklar, med samma radie, se figur 3.1.
Figur 3.1: Cirklar som sprider sig fr˚an punkten P .
Fo¨r att se vilket mo¨nster som cirklarna bildar p˚a kuben se figur 3.2. Om plana cirklar,
med samma radie, fr˚an olika utvikningar mo¨ts i en punkt betyder det att den punkten har
lika l˚angt avst˚and till P i de olika plana utvikningarna.
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Figur 3.2: Cirklar som sprider sig fr˚an punkten P .
L˚at radien bli s˚a stor att endast en liten del av kuben inte ta¨cks av cirkelskivorna. Den
delen som inte a¨r ta¨ckt f˚ar olika form beroende p˚a var punkten P , cirklarnas centrum, a¨r
placerad. Fo¨r att hela kuben ska ta¨ckas a¨r det alltid minst tre plana cirklar som mo¨ts i den
punkt som la¨ngst utgo¨r det icke ta¨ckta omr˚ade. S˚a la¨nge som det endast a¨r tv˚a plana cirklar
som mo¨ts finns det alltid icke ta¨ckt omr˚ade vid sidan om ska¨rningspunkterna.
P˚a grund av detta ga¨ller fo¨ljande:
Lemma 3.1. Om Q a¨r den mest avla¨gsna punkten fr˚an P , s˚a finns minst tre kortaste va¨gar
fr˚an P till Q.
Genom att studera hur cirkelskivorna, fo¨r olika placeringar av P , mo¨ts na¨r de ta¨cker det
sista fria omr˚adet f˚ar vi information kring vilken punkt som a¨r den mest avla¨gsna punkten
till P , det a¨r den punkten som la¨ngst undg˚ar att ta¨ckas av cirklarna na¨r radierna va¨xer. Det
finns mer att la¨sa om den mest avla¨gsna punkten i kapitel 5.
4 Avst˚and mellan tv˚a punkter
I detta kapitel behandlas avst˚andet mellan tv˚a godtyckliga punkter. Fo¨r att hitta den kortaste
va¨gen studeras olika utvikningar av kuben med de tv˚a punkterna inritade. Olika utvikningar
go¨r det mo¨jligt att se olika va¨gar. Fo¨r att hitta avst˚andet mellan tv˚a punkter ja¨mfo¨rs va¨gar
som a¨r kortast i sina respektive utvikningar. I de fall d˚a det a¨r mo¨jligt att dra en ra¨t linje
mellan punkterna i n˚agon utvikning, a¨r detta alltid den kortaste va¨gen i den utvikningen.
En s˚adan ra¨tlinjig va¨g a¨r allts˚a en geodet.
4.1 Avst˚and mellan punkter p˚a intilliggande sidor
Vi bo¨rjar med att behandla avst˚andet mellan tv˚a punkter d˚a de ligger p˚a intilliggande sidor.
Detta go¨rs fo¨rst med en algebraisk lo¨sning, sedan med ett geometriskt resonemang.
4.1.1 Algebraisk lo¨sning
L˚at en punkt, P , ligga p˚a sidan U och en punkt,Q, ligga p˚a sidan S. Antingen ska¨r va¨gen
mellan punkterna sidornas gemensamma kant, detta illustreras i figur 4.1, eller s˚a passeras
en tredje sida, se figur 4.2 och 4.3. Observera att det finns fler geodeter mellan punkterna
a¨n dessa, men ingen av de andra kan vara den kortaste. La¨t oss kalla en geodet som g˚ar
mellan en punkt p˚a sidan S till en punkt p˚a sidan U fo¨r GSU och info¨r beteckningarna
α, β, ϕ, θ, σ, a, b, c, d enligt figurerna 4.1, 4.2, 4.3 och 4.4.
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Figur 4.1: Illustration av GSU b˚ade p˚a kuben och i en utvikning, samt α och β.
Figur 4.2: Illustration av GSWU b˚ade p˚a kuben och i en utvikning samt α och β.
Figur 4.3: Illustration av GSEU b˚ade p˚a kuben och i en utvikning, samt ϕ och θ i tv˚a
utvikningar.
Vi bo¨rjar med att visa ett lemma som anva¨nds fo¨r att bevisa satser senare i avsnittet.
Lemma 4.1. α+ β > 135◦ och ϕ+ θ > 135◦ kan inte intra¨ffa samtidigt.
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Figur 4.4: Illustration till lemma 4.1.
Bevis. Med hja¨lp av periferivinkelsatsen konstateras fo¨ljande
σ + α+ θ = 180◦
σ ≥ 45◦
}
⇒ α+ θ ≤ 135◦.
Samma resonemang ger β + ϕ ≤ 135◦, da¨rfo¨r ga¨ller
α+ β + θ + ϕ ≤ 2 · 135◦
vilket betyder att α+ β och θ + ϕ inte samtidigt kan vara sto¨rre a¨n 135◦.
L˚at oss avgo¨ra vilken va¨g som a¨r kortast mellan tv˚a punkter som ligger p˚a intilliggande
sidor.
Sats 4.2. L˚at Q ∈ S och P ∈ U .
Geodeten GSU ger avst˚andet mellan punkterna om och endast om α+ β, ϕ+ θ ≤ 135◦.
Geodeten GSWU ger avst˚andet mellan punkterna om och endast om α+ β ≥ 135◦.
Geodeten GSEU ger avst˚andet mellan punkterna om och endast om ϕ+ θ ≥ 135◦.
I fallet α + β = 135◦ a¨r allts˚a GSU och GSWU lika l˚anga och ger b˚ada avst˚andet mellan
punkterna. Motsvarande ga¨ller na¨r ϕ+ θ = 135◦.
Innan satsen bevisas bo¨r la¨saren p˚aminna sig om att fo¨ljande ga¨ller:
tan (α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ ,
samt att tanα = ba och tanβ =
d
c i figurerna 4.1 och 4.2.
Bevis. Vi bo¨rjar med att ja¨mfo¨ra geodeten, GSU , som ska¨r den gemensamma kanten med
n˚agon va¨g som passerar sidan W. D˚a α+ β ≤ 90◦ a¨r varje va¨g som passerar sidan W la¨ngre
a¨n en va¨g som passerar ho¨rnet gemensamt fo¨r sidorna U,W och S, se p˚a utvikningen i figur
4.2. Den kortaste va¨gen som passerar ho¨rnet i utvikningen i figur 4.2 g˚ar ocks˚a att rita in i
utvikningen i figur 4.1, en linje fr˚an P till ho¨rnet till Q. Men d˚a a¨r det tydligt att GSU a¨r
kortare, eftersom den a¨r en ra¨t linje mellan punkterna P och Q. S˚a na¨r α+β ≤ 90◦ ger GSU
avst˚andet mellan punkterna.
L˚at a, b, c, d > 0, studera geodeterna GSU och GSWU d˚a α + β > 90
◦. La¨ngden fo¨r GSU
a¨r √
(a− c)2 + (b+ d)2.
La¨ngden fo¨r GSWU a¨r √
(b+ c)2 + (a+ d)2.
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GSU a¨r s˚aledes kortast na¨r√
(a− c)2 + (b+ d)2 ≤
√
(b+ c)2 + (a+ d)2 ⇐⇒
a2 + b2 + c2 + d2 − 2ac+ 2bd ≤ a2 + b2 + c2 + d2 + 2bc+ 2ad ⇐⇒
bd− ac ≤ bc+ ad ⇐⇒
b(d− c) ≤ a(d+ c) ⇐⇒
d− c
d+ c
≤ a
b
⇐⇒
d
c − 1
d
c + 1
≤ a
b
⇐⇒
tanβ − 1
tanβ + 1
≤ 1
tanα
⇐⇒
tanα tanβ − 1 ≤ tanα+ tanβ ⇐⇒ (1)
1 ≤ tanα+ tanβ
tanα tanβ − 1 ⇐⇒
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ = tan (α+ β) ≤ −1 ⇐⇒
α+ β ≤ 135◦.
L˚at oss fo¨rsa¨kra oss om att ekvivalens (1) a¨r korrekt, dvs att tanα tanβ − 1 > 0. Vi har
α+ β > 90◦ samt att v˚art krav a, b, c, d > 0 ger 0◦ < α, β < 90◦ och α+ β < 180◦.
90◦ < α+ β < 180◦ ⇐⇒ tan(α+ β) = tanα+ tanβ
1− tanα tanβ < 0
allts˚a a¨r tanα tanβ − 1 > 0 eftersom tanα+ tanβ > 0.
Av symmetriska¨l ga¨ller att GSU ger avst˚andet mellan punkterna na¨r α + β, ϕ + θ ≤
135◦. Enligt resonemanget ovan tillsammans med lemma 4.1 vet vi att GSWU a¨r kortast d˚a
α+ β ≥ 135◦, och att GSEU a¨r kortast d˚a ϕ+ θ ≥ 135◦.
Fallet som a˚terst˚ar a¨r α+ β = ϕ+ θ = 135◦, detta ha¨nder bara na¨r punkterna ligger p˚a
motst˚aende ho¨rn. Avst˚andet mellan s˚adana punkter behandlas i sats 4.3.
Sats 4.3. Det finns sex va¨gar som utgo¨r avst˚andet mellan tv˚a punkter om och endast om
punkterna ligger p˚a motst˚aende ho¨rn.
Bevis. Fortsa¨tt betrakta det som att punkterna ligger p˚a sidorna U och S. Ja¨mfo¨r GSU ,
GSWU och GSEU . Na¨r α + β = ϕ + θ = 135
◦ a¨r dessa lika l˚anga. Eftersom punkterna a¨r
placerade i ho¨rnen kan vi lika ga¨rna betrakta det som att punkten P ligger p˚a sidan N och
punkten Q ligger p˚a sidan D. Av symmetriska¨l finns ytterligare tre va¨gar, GDN , GDWN och
GDEN , som alla har samma la¨ngd som de tre ovan na¨mnda.
4.1.2 Geometrisk lo¨sning
I detta avsnitt erbjuds ett alternativt bevis till sats 4.2. Vi kan ocks˚a se p˚a problemet om
kortaste va¨gen mellan tv˚a punkter p˚a intilligande sidor, sa¨g P ∈ U och Q ∈ S, ur ett geo-
metriskt perspektiv. Vi ja¨mfo¨r tv˚a utvikningar, se figur 4.5. Ha¨r kallar vi motsvarigheten till
punkten P fo¨r P ′ i ena utvikningen. Stra¨ckorna HP och HP ′ a¨r lika l˚anga s˚a, mittpunktsnor-
malen w till stra¨ckan PP ′ g˚ar genom H. Om Q ligger p˚a ena sidan av mittpunktsnormalen
a¨r det kortast att g˚a genom den utvikning som representeras av P ′ (GSEU ), p˚a andra si-
dan av mittpunktsnormalen a¨r det kortast att g˚a genom utvikningen som representeras av
P (GSU ). Triangeln PP
′H a¨r likbent. Vi vet ocks˚a att vinkeln vid H a¨r 90◦. Det betyder
att vinklarna vid P och P ′ i triangeln a¨r 45◦. Det inneba¨r att vinkeln mellan w och HP
a¨r 135◦, s˚a a¨ven ha¨r kommer vi fram till sats 4.2. Ska¨rningen mellan w och S utgo¨rs av
de punkter fo¨r vilka geodeterna GSEU och GSU a¨r lika l˚anga. Notera ga¨rna att den linjen
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best˚ar av ska¨rningspunkterna fo¨r cirklar med samma radie som sprids fr˚an P genom de tv˚a
utvikningarna som kombineras i figur 4.5 (det finns mer att la¨sa om cirkelskivor i kapitel 3).
Figur 4.5: Illustration av sats 4.2.
4.2 Va¨gar mellan punkter p˚a motst˚aende sidor
Ha¨r behandlas va¨gar mellan tv˚a punkter d˚a de ligger p˚a motst˚aende sidor. Det finns d˚a
fler mo¨jliga geodetiska va¨gar att betrakta varfo¨r vi fo¨rst betraktar va¨gar o¨ver en eller tv˚a
vertikala sidor och vidare d˚a geodeten passerar tre vertikala sidor.
4.2.1 Va¨gen o¨ver en eller tv˚a vertikala sidor
L˚at ena punkten, P , vara placerad p˚a sidan U och andra punkten, Q, vara placerad p˚a sidan
D. Na¨r punkterna a¨r placerade p˚a motst˚aende sidor finns ho¨gst 12 geodeter som har mo¨jlighet
att ge avst˚andet mellan punkterna. Antingen ges avst˚andet av en geodet som passerar en
av sidorna N,S,E,W eller av en geodet som passerar tv˚a av dessa sidor. Vi betecknar
geodeterna som tidigare med Gi, da¨r i ∈ {WN,N,EN,NE,E, SE,ES, S,WS, SW,W,NW}
avser sidorna som passeras med start i punkten Q (bortsett fr˚an sidorna D och U ). De 12
mo¨jliga geodeterna kan grupperas, med tre geodeter i varje grupp, s˚a att vinklar avgo¨r vilken
geodet som a¨r kortast i varje grupp. Bera¨kningarna sker p˚a precis samma sa¨tt som i avsnitt
4.1. En grupp utgo¨rs d˚a av geodeterna GS , GSW och GSE . Utav dessa tre a¨r GS den kortaste
va¨gen na¨r α+ β, ϕ+ θ ≤ 135◦, se figur 4.6.
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Figur 4.6: Illustration av geodeterna GS , GSW och GSE . Undre bilden a¨r en kombination av
de tre o¨vre utvikningarna.
Samtliga 12 geodeter illustreras i en kombination av flera utvikningar i figur 4.7. I avsnitt
4.2.2 motiveras varfo¨r kortaste va¨gen mellan tv˚a punkter p˚a motst˚aende sidor aldrig passerar
fler a¨n tv˚a vertikala sidor. P˚a samma sa¨tt avgo¨rs na¨r GW a¨r kortare a¨n GWS och GWN osv.
Nu vet vi att avst˚andet mellan tv˚a punkter, om de ligger p˚a motst˚aende sidor, utgo¨rs av
n˚agon geodet som passerar endast en vertikal sida na¨r samtliga vinkelsummor a¨r mindre a¨n
135◦. Allts˚a na¨r geodeten som passerar en vertikal sida a¨r kortast i varje grupp.
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Figur 4.7: 12 geodeter har mo¨jlighet att ge avst˚andet mellan punkter p˚a motst˚aende sidor.
4.2.2 Va¨gen o¨ver tre vertikala sidor eller fler
Nu ska vi fundera o¨ver mo¨jligheten att kortaste va¨gen mellan tv˚a punkter passerar tre av
sidorna N,S,W,E na¨r punkterna ligger p˚a motst˚aende sidor, allts˚a skapa en va¨g som GESW .
Vi ja¨mfo¨r GESW med GES genom att info¨ra vinklarna α och β som de a¨r inritade i figur 4.8.
Ra¨kningarna blir analoga med de i beviset till sats 4.2, vi f˚ar s˚aledes att GESW < GES na¨r
α + β > 135◦. Men fo¨r att GESW ska finnas m˚aste β < 45◦ och vi vet att α ≤ 90◦, allts˚a
α+ β < 135◦. Det betyder att GES a¨r kortare a¨n GESW i alla omr˚aden da¨r GESW finns och
da¨rfo¨r a¨r GES alltid kortare. Detta betyder av symmetriska¨l att en geodet som passerar tre
vertikala sidor (eller fler) aldrig kan vara en kortaste va¨g mellan tv˚a punkter p˚a motst˚aende
sidor.
Figur 4.8: Geodeterna GESW och GES mellan motst˚aende sidor.
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5 Den mest avla¨gsna punkten
I det ha¨r kapitlet besta¨ms den mest avla¨gsna punkten, Q, till en godtycklig punkt P genom
olika resonemang. Det visas ocks˚a att det i allma¨nhet finns en enda mest avla¨gsen punkt till
P och tre kortaste va¨gar som leder dit. Q antas ligga na¨ra P :s antipod, speciellt s˚a ligger Q
p˚a motsatta sidan till P . Detta baseras p˚a att den mest avla¨gsna punkten till n˚agon punkt
sammanfaller med antipoden inom sfa¨risk geometri.
5.1 Allma¨nt fall
Fo¨r att kunna fo¨lja resonemangen som fo¨rs senare i avsnittet p˚aminner vi fo¨rst och fra¨mst
la¨saren om att till varje punkt p˚a mittpunktsnormalen a¨r det lika stort avst˚and till stra¨ckans
b˚ada a¨ndpunkter.
Vi utg˚ar fr˚an n˚agon punkt P ∈ D s˚a att Q ∈ U . Vidare tilldelas Q koordinaterna (x, y)
vilka ska besta¨mmas. Omr˚adet i vilket P ligger begra¨nsas till 0 < b < a < 12 p.g.a. kubens
symmetri. a och b a¨r avst˚anden fr˚an P till de na¨rmaste kanterna som illustreras i figur 5.1.
I avsnitt 4.2 (se figur 4.7) konstateras att det finns ho¨gst 12 geodeter som har mo¨jlighet
att vara kortaste va¨gen mellan tv˚a punkter p˚a motst˚aende sidor. Fo¨r att kunna ja¨mfo¨ra
dessa geodeter skapas en kombination av utvikningar, se figur 5.2, da¨r a¨ven fyra geodeter
markeras fo¨rkastas. Vi info¨r ett koordinatsystem i utvikningen genom att placera origo i
ho¨rnet gemensamt fo¨r sidorna U,N,W med x-axelns positiva riktning a˚t ho¨ger och y-axelns
positiva riktning ned˚at. Kombinationer av utvikningar som i figur 5.2 ger flera representanter
fo¨r P betecknade Pi da¨r i ∈ {WN,N,EN, ..., NW}. Fo¨r varje i betraktas den geodet Gi som
i figur 5.2 motsvarar stra¨ckan PiQ. Samtliga Gi illustreras i figur 4.7.
Figur 5.1: Beskrivning av P :s placering p˚a sidan D. I denna bild ses ”insidan” av D uppifr˚an,
genom sidan U.
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Figur 5.2: Kombination av flera utvikningar som ger flera representanter fo¨r P p˚a sidan D.
Ma¨ngden av de va¨gar Gi som ger kortaste va¨gen mellan P och Q kallas Ω, nu ska avgo¨ras
vilka Gi som tillho¨r Ω. Vi vet sedan tidigare att Ω best˚ar av minst tre geodeter (lemma 3.1.
N˚agra va¨gar utesluts genom lemma 5.1.
Lemma 5.1. GNE , GES , GWS , GNW tillho¨r inte Ω (se figur 5.2).
Bevis. Vi visar att GNE 6∈ Ω. I figur 5.2 a¨r vinkeln α < 45◦ ty 0 < b < a < 12 , da¨rfo¨r ska¨r inte
mittpunktsnormalen till stra¨ckan PNEPE sidan U. Eftersom PNE-sidan av mittpunksnorma-
len inte ska¨r U ligger PE na¨rmare alla punkter p˚a sidan U a¨n vad PNE go¨r. P˚a samma sa¨tt
visas att GES , GWS , GNW 6∈ Ω.
I figur 5.2 noteras fr˚an vilka P -punkter va¨garna fo¨rkastas genom lemma 5.1.
Vi fortsa¨tter utesluta va¨gar genom resonemang med mittpunktsnormaler. Fo¨rst bera¨knas
x-koordinaterna fo¨r ska¨rningspunkter mellan mittpunktsnormalerna till stra¨ckor PiPN och
PiPS . Vi l˚ater xi beteckna x-koordinaten fo¨r dessa ska¨rningspunkter. Speciellt a¨r allts˚a xW
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x-koordinaten fo¨r ska¨rningspunkten mellan mittpunktsnormalerna till PWPN och PWPS . I
ska¨rningspunkten a¨r va¨gen lika l˚ang till de tre punkterna PN , PS , Pi. Samtliga ska¨rningspunkter
ligger allts˚a p˚a mittpunktsnormalen till PNPS , som a¨r linjen y = b. Vi a¨r intresserade av att
se hur ska¨rningspunkterna fo¨rh˚aller sig till varandra, det go¨rs bl.a. genom ja¨mfo¨relse med
antipodens koordinater (a, b).
Lemma 5.2. Om 0 < b < a < 12 s˚a a¨r xW , xSW , xWN < a och xE , xEN , xSE > a.
Figur 5.3: Vi ra¨knar ut xSE med hja¨lp av tv˚a ra¨tvinkliga trianglar
Bevis. Vi bera¨knar xSE enligt fo¨ljande:
Info¨r beteckningarna i figur 5.3, dvs tanα = a1+b samt ϕ = 45
◦ − α. I figuren ser vi att
1− xSE kan bera¨knas med trigonometri vilket ger
1−xSE = (1− b) · tanϕ = (1− b) · tan(45◦−α) = (1− b) · tan 45− tanα
1 + tan 45 tanα
= (1− b) · 1−
a
1+b
1 + a1+b
= (1− b) · 1+b−a1+b+a .
Allts˚a a¨r
xSE = 1− (1− b) · 1 + b− a
1 + b+ a
=
(1 + b+ a)− (1− b)(1 + b− a)
1 + b+ a
=
2a+ b+ b2 − ab
1 + b+ a
vilken ligger till ho¨ger om antipoden ty
2a+ b+ b2 − ab
1 + b+ a
> a ⇐⇒ 2a+ b+ b
2 − ab− a− ab− a2
1 + b+ a
> 0.
Na¨mnaren a¨r positiv s˚a det ra¨cker att visa 2a+b+b2−ab−a−ab−a2 = a−a2+b(1−2a)+b2 > 0,
vilket a¨r uppenbart ty a− a2 > 0 samt b(1− 2a) > 0. S˚aledes a¨r xSE > a.
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L˚at oss f˚a fram xEN :
Vi bera¨knar xEN med samma metod som xSE . En triangel som i figur 5.3 ritas med hja¨lp av
mittpunktsnormalen till PNPEN . Info¨r beteckningarna tanα =
a
1−b samt ϕ = 45
◦−α, vi f˚ar
1− xEN = (1 + b) · tanϕ = (1 + b) · tan(45◦ − α) = (1 + b) · 1− b− a
1− b+ a.
Allts˚a a¨r
xEN = 1− (1 + b) · 1− b− a
1− b+ a =
2a− b+ b2 + ab
1− b+ a .
L˚at oss visa att xEN , precis som xSE , ligger till ho¨ger om antipoden. Allts˚a att
2a− b+ b2 + ab
1− b+ a > a ⇐⇒
2a− b+ b2 + ab− a+ ab− a2
1− b+ a > 0.
Na¨mnaren a¨r positiv, s˚a det ra¨cker att visa
2a−b+b2+ab−a+ab−a2 > 2a−b−b2+ab−a+ab−a2 = (a−b)−(a−b)2 > 0⇐ (a−b) > (a−b)2 ⇐ 1 > a−b
Vilket sta¨mmer eftersom a > b, s˚a vi vet att xEN > a.
Fo¨ljande bera¨kningar ger xWN :
Vi bera¨knar xWN med samma metod som xSE och xEN . En triangel ritas med hja¨lp av
mittpunktsnormalen till PNPWN . Info¨r beteckningarna tanα =
1−a
1−b samt ϕ = 45
◦ − α. Vi
f˚ar
xWN = (1 + b) · tanϕ = (1 + b) ·
1− 1−a1−b
1 + 1−a1−b
= (1 + b) · 1− b− 1 + a
1− b+ 1− a =
(1 + b)(a− b)
2− a− b .
Vi visar att xWN ligger till va¨nster om antipoden, allts˚a att
(1 + b)(a− b)
2− a− b < a ⇐⇒
(1 + b)(a− b)− a(2− a− b)
2− a− b < 0.
Na¨mnaren a¨r positiv, s˚a det ra¨cker att visa
(1+b)(a−b)−a(2−a−b) = −a−b+2ab+a2−b2 < −(a+b)+(a+b)2 < 0⇐ (a+b)2 < (a+b)⇐ a+b < 1.
L˚at oss f˚a fram xSW :
Mittpunktsnormalen till stra¨ckan med a¨ndpunkter (x1, y1), (x2, y2) har ekvationen
(x2 − x1)(x− x1 + x2
2
) + (y2 − y1)(y − y1 + y2
2
) = 0
den kan ocks˚a skrivas
(x2 − x1)x+ (y2 − y1)y + x
2
1 − x22 + y21 − y22
2
= 0
PSW = (x1, y1) = (−1− b, 2− a) och PS = (x2, y2) = (1− a, 2 + b).
Ekvationen fo¨r mittpunktsnormalen till PSWPS :
(1− a+ 1 + b)x+ (2 + b− 2 + a)y + (1 + b)
2 − (1− a)2 + (2− a)2 − (2 + b)2
2
= 0⇒
(2− a+ b)x+ (a+ b)y − a− b = 0.
Vi konstaterar att det a¨r lika l˚angt fr˚an PS som fr˚an PSW p˚a mittpunktsnormalen till stra¨ckan
PSPSW , s˚a i ska¨rningspunkten mellan den mittpunktsnormalen och mittpunktsnormalen till
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stra¨ckan PSPN a¨r det lika l˚angt till de tre punkterna PS , PSW , PN . Vi vill hitta var mitt-
punktsnormalen till PSWPS ska¨r y = b och kallar den xSW .
(2− a+ b)x+ (a+ b)b− a− b = 0⇒
xSW =
a+ b− ab− b2
2− a+ b .
Vi visar att xSW ligger till va¨nster om antipoden, allts˚a att
xSW =
a+ b− ab− b2
2− a+ b < a ⇐⇒
a+ b− ab− b2 − 2a+ a2 − ab
2− a+ b < 0.
Na¨mnaren a¨r positiv s˚a det ra¨cker att visa a+b−ab−b2−2a+a2−ab = (b−a)−2ab+(a2−b2) =
(a− b)(a+ b− 1)− 2ab < 0 vilket sta¨mmer eftersom (a− b) > 0 medan (a+ b− 1) < 0.
L˚at oss f˚a fram xW :
Liksom i bera¨kningen av xSW utnyttjas nu att vi so¨ker ska¨rningen mellan mittpunktsnorma-
ler. Men nu utg˚ar vi fr˚an stra¨ckan PSPW och betraktar den som en normalvektor till linjen
vi so¨ker - mittpunktsnormalen till PSPW . ~PSPW =
(
A
B
)
=
(
3−2a
1+2b
)
, mittpunkten p˚a stra¨ckan
PSPW a¨r M = (x0, y0) = (−1/2, 3/2). Anva¨nd att A(x−x0) +B(y− y0) = 0 ger en ekvation
fo¨r mittpunktsnormalen till PSPW
(3− 2a)(x+ 1/2) + (1 + 2b)(y − 3/2) = 0.
Ra¨kna ut x-koordinaten i ska¨rningen med linjen y = b, kalla den xW
(3− 2a)(x+ 1/2) + (1 + 2b)(b− 3/2) = 0⇒
xW =
2b− 2b2 + a
3− 2a .
Vi visar att xW ligger till va¨nster om antipoden, dvs att
2b− 2b2 + a
3− 2a < a ⇐⇒
2b− 2b2 + a− 3a+ 2a2
3− 2a < 0.
Na¨mnaren a¨r positiv s˚a det ra¨cker att visa
2b−2b2+a−3a+2a2 = 2b−2a+2a2−2b2 < 0 ⇐⇒ (b−a)+(a−b)(a+b) = (a+b−1)(a−b) < 0.
Vilket sta¨mmer eftersom (a+ b− 1) < 0 medan (a− b) > 0.
L˚at oss f˚a fram xE :
xE bera¨knas med samma metod som xW .
~PSPE =
(
A
B
)
=
(
2+a−1+a
1−b−2−b
)
=
(
1+2a
−1−2b
)
och M = (x0, y0) = (3/2, 3/2). Sa¨tt in i ekvationen
A(x− x0) +B(y − y0) = 0, det ger
(1 + 2a)(x− 3/2)− (1 + 2b)(y − 3/2) = 0.
Ra¨kna ut x-koordinaten i ska¨rningen med linjen y = b, kalla den xE
(1 + 2a)(x− 3/2)− (1 + 2b)(b− 3/2) = 0⇒
xE =
2b2 + 3a− 2b
1 + 2a
.
Vi visar att xE ligger till ho¨ger om antipoden, allts˚a att
2b2 + 3a− 2b
1 + 2a
> a ⇐⇒ 2b
2 + 3a− 2b− a− 2a2
1 + 2a
> 0 ⇐⇒ 2(b
2 + a− b− a2)
1 + 2a
> 0.
Na¨mnaren a¨r positiv s˚a det ra¨cker att visa 2(b2 + a − b − a2) = −2(a2 − b2) + 2(a − b) =
2(a− b)(1− a− b) > 0 vilket sta¨mmer eftersom (1− a− b) > 0 och (a− b) > 0.
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L˚at oss nu fortsa¨tta med att ja¨mfo¨ra xSW och xW . Om xSW > xW eller xSW < xW beror
av a och b, detta diskuteras mer senare. Just nu no¨jer vi oss med att kalla den sto¨rsta (den
som ligger la¨ngst till ho¨ger) av xSW och xW fo¨r xh och den minsta fo¨r xv, motsvarande P -
punkter kallas Ph och Pv. Avst˚andet till (xh, b) ges av va¨garna fr˚an PN , PS och Ph. Att s˚a a¨r
fallet motiveras senare genom uteslutande av va¨garna fr˚an Pv och PWN . P.g.a. begra¨nsningen
0 < b < a < 12 vet vi att va¨gar fr˚an PN och PS a¨r la¨ngre till de punkter p˚a linjen y = b som
ligger till va¨nster om antipoden ja¨mfo¨rt med de som ligger till ho¨ger om antipoden.
Vi visar nu att GE 6∈ Ω. Annars ger PE en kortaste va¨g till Q, och d˚a m˚aste va¨gen fr˚an
PE vara kortare a¨n eller lika l˚ang som varje annan va¨g mellan P och Q. Speciellt m˚aste
PE ligga na¨rmare, eller lika na¨ra, Q ja¨mfo¨rt med PN och PS . Det a¨r ekvivalent med att Q
ligger p˚a PE-sidan av mittpunktsnormalerna till PEPN och PEPS , se figur 5.4. Fr˚an PE a¨r
da¨rfo¨r avst˚andet till Q ho¨gst s˚a stort som avst˚andet till punkten (xE , b). Men va¨gen mellan
PE och (xE , b) a¨r alltid kortare a¨n avst˚andet mellan P och (xh, b) eftersom (xh, b) ligger till
va¨nster om antipoden medan (xE , b) ligger till ho¨ger. (xh, b) a¨r allts˚a en mer avla¨gsen punkt
a¨n alla punkter p˚a PE-sidan om mittpunktsnormalerna till PEPN och PEPS . Da¨rfo¨r kan GE
ej tillho¨ra Ω. Av samma anledning utesluts GEN och GSE fr˚an Ω.
Figur 5.4: Om PE tillho¨r Ω ligger Q i det markerade omr˚adet.
Det a¨r ocks˚a s˚a att GWN 6∈ Ω eftersom varje punkt i omr˚adet som utgo¨rs av PWN -sidan
om mittpunktsnormalerna till PWNPN och PWNPS ligger na¨rmare Ph a¨n (xh, b), se figur 5.5.
Det finns allts˚a minst en punkt som a¨r mer avla¨gsen fr˚an P a¨n varje punkt i det omr˚adet
som markeras i figur 5.5.
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Figur 5.5: Om PWN tillho¨r Ω ligger Q i det markerade omr˚adet.
Vidare ga¨ller att va¨gen till Ph fr˚an varje punkt p˚a Pv-sidan om mittpunktsnormalerna
PvPN och PvPS a¨r kortare a¨n va¨gen mellan Ph och (xh, b). Allts˚a kan inte Pv tillho¨ra Ω.
Genom att utesluta alla va¨gar fo¨rutom Gh, GS , GN har fo¨ljande sats visats, med be-
gra¨nsningen 0 < b < a < 12 , d.v.s. att P ligger i en deltriangel p˚a D. Av symmetriska¨l ga¨ller
motsvarande d˚a P a¨r en godtycklig punkt p˚a D.
Sats 5.3. Antag att 0 < b < a < 12 .
i) Om xW > xSW s˚a a¨r Q = (xW , b) den mest avla¨gsna punkten till P och mellan P och
Q finns tre kortaste va¨gar, na¨mligen de fr˚an punkterna PN , PS , PW .
ii) Om xW < xSW s˚a a¨r Q = (xSW , b) den mest avla¨gsna punkten till P och mellan P och
Q finns tre kortaste va¨gar, na¨mligen de fr˚an punkterna PN , PS , PSW .
iii) Om xW = xSW s˚a a¨r Q = (xW , b), den mest avla¨gsna punkten till P och mellan P och
Q finns fyra kortaste va¨gar, na¨mligen de fr˚an punkterna PN , PS , PSW , PW .
Fall i intra¨ffar omm 2b−2b
2+a
3−2a >
a+b−ab−b2
2−a+b , d˚a ligger P i det ofa¨rgade omr˚adet i den
markerade triangeln i figur 5.6.
Fall ii intra¨ffar omm motsatt olikhet ga¨ller, d˚a ligger P i det fa¨rgade omr˚adet i den
markerade triangeln figur 5.6.
Fall iii motsvarar likhet, d˚a ligger P p˚a kurvan i den markerade triangeln i figur 5.6.
Na¨r 0 < b < a < 12 ligger P i den markerade triangeln i figur 5.6. Na¨r dessutom
xW < xSW , allts˚a
2b−2b2+a
3−2a <
a+b−ab−b2
2−a+b , ligger P i det fa¨rgade omr˚adet av triangeln. Det
a¨r d˚a som (xSW , b) a¨r den mest avla¨gsna punkten till P . Om ista¨llet xW > xSW a¨r xW den
mest avla¨gsna punkten.
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Figur 5.6: Bilden visar sidan D. Med begra¨nsningen 0 < b < a < 12 ligger P i den markerade
triangeln.
Om P a¨r en godtycklig punkt p˚a D, f˚ar vi ett motsvarande fa¨rgat omr˚adet p˚a hela D s˚a
som syns i figur 5.6. Om P tillho¨r det fa¨rgade omr˚adet finns tre kortaste va¨gar mellan P och
Q, varav tv˚a passerar endast en av sidorna N,S,E,W och den tredje passerar tv˚a av dem.
Om P ligger i det ofa¨rgade omr˚adet av D finns tre kortaste va¨gar mellan P och Q, och alla
tre passerar endast en av N,S,E,W . Om P ligger p˚a randen av det fa¨rgade omr˚adet, finns
fyra kortaste va¨gar mellan P och Q.
5.2 Specialfall
I detta avsnitt besta¨ms den mest avla¨gsna punkten till en godtycklig punkt P i specialfallen
a = b = 0, 0 = b < a < 12 samt 0 < a = b <
1
2 med algebraiska metoder. Vi info¨r
ett nytt koordinatsystem med origo i ho¨rnet gemensamt fo¨r sidorna U,N,W , med x-axelns
positiva riktning till ho¨ger och y-axelns positiva riktning upp˚at, se figur 5.7. Observera att vi
i fortsa¨ttningen betecknar la¨ngden av geodeten PiQ i figur 5.7 med Gi och att den bera¨knas
med avst˚andsformeln. Enligt Lemma 3.1 vet vi att minst tre geodeter a¨r lika l˚anga mellan P
och Q, detta utnyttjas i ra¨kningarna i det ha¨r avsnittet.
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Figur 5.7: Bilden visar punkten P :s position i de olika utvikningarna. OBS y-axelns riktning!
Med detta koordinatsystem har Q och representanterna fo¨r P fo¨ljande koordinater:
Q = (x,−y).
PWN = (b− 1, 2− a).
PN = (1− a, 2− b).
PEN = (2− b, 1 + a).
PNE = (3− b, a).
PE = (2 + a, b− 1).
PSE = (2 + b,−1− a).
PES = (1 + b,−2− a).
PS = (1− a,−b− 2).
PWS = (−b,−3 + a).
PSW = (−1− b, a− 2).
PW = (a− 2, b− 1).
PNW = (b− 2, 1− a).
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5.2.1 P ligger p˚a diagonalen
I detta avsnittet behandlas specialfallet a = b, 0 < a < 12 . De Gi som alltid a¨r sto¨rre a¨n
n˚agon av de andra kan uteslutas eftersom vi so¨ker avst˚andet mellan P och Q.
Fo¨r att utesluta GWN konstateras att GWN > GN , allts˚a att√
((b− 1)− x)2 + ((2− a)− (−y))2 >
√
((1− a)− x)2 + ((2− b)− (−(y))2 ⇐⇒
−ax+ x > ax− x ⇐⇒ x > ax
att x > ax a¨r uppenbart eftersom 0 < a < 12 . P˚a samma sa¨tt fo¨rkastasGNE , GSE , GES , GWS , GNW .
Nu besta¨ms till vilka punkter det finns tre, eller fler, lika l˚anga geodeter fr˚an P till Q (vi
bortser fr˚an de Gi som redan fo¨rkastats).
Besta¨m i vilken punkt GN = GS = GW .
GN = GS :√
((1− a)− x)2 + ((2− b)− (−y))2 =
√
((1− a)− x)2 + ((−b− 2)− (−y))2 b=a⇐=⇒
ax− ay − 3a− x+ 2y = ax+ a− ay − x− 2y =⇒ y = a
GN = GW :√
((1− a)− x)2 + ((2− b)− (−y))2 =
√
((a− 2)− x)2 + ((b− 1)− (−y))2 b=a⇐=⇒
ax− ay − 3a− x+ 2y = −ax− 3a+ ay + 2x− y =⇒ y = x

=⇒ y = x = a
P˚a samma sa¨tt bera¨knas alla punkter till vilka det finns tre, eller fler, lika l˚anga geodeter
fr˚an P . I tabell 1 visas deras koordinater.
Kombination x y
GN = GE = GS = GW a a
GN = GEN = GE
a+2a2
2a2−a+1
a−2a2
2a2−a+1
GN = GS = GSW a− a2 a
GN = GE = GSW
2a2−5a
2a2−a−5
−2a2−5a
2a2−a−5
GEN = GE = GS = GSW
a
a+1
a
a+1
GEN = GE = GW a a− a2
GS = GSW = GW
a−2a2
2a2−a+2
2a2+a
2a2−a+2
GN = GEN = GS a+ 2a
2 a
GN = GEN = GSW = GW
a
1−a
a
1−a
GEN = GS = GW
4a2+6a
2a+5
8a2+16a
4a2+16a+15
GE = GSW = GW a 2a
2 + a
Tabell 1: Ha¨r visas koordinaterna fo¨r punkterna med minst tre lika l˚anga geodeter till P .
Vi visar att GEN , GE och GW inte a¨r avst˚andet mellan P och Q eftersom det finns
minst en annan va¨g som a¨r kortare till punkten (a,−(a − a2). Na¨mligen a¨r GN < GE d˚a
x = a, y = a− a2. Fo¨r dessa x och y a¨r GN = −4a2 − 4a+ 2a3 och GE = 2a2 − 2a3 − 4a.
−4a2 − 4a+ 2a3 < 2a2 − 2a3 − 4a ⇐⇒ 2a2 < 3a
d˚a 0 < a < 12 a¨r det uppenbart att 2a
2 < 3a. Detta betyder ocks˚a att Q 6= (a,−(a − a2))
eftersom inga andra kombinationer av Gi ger den punkten.
Kombinationen GEN , GE och GW fo¨rkastas, liksom andra kombinationer genom samma
resonemang. De som a˚terst˚ar redogo¨rs fo¨r i tabell 2.
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Kombination x y
GN = GE = GS = GW x = a y = a
GN = GEN = GE x =
a+2a2
2a2−a+1 y =
a−2a2
2a2−a+1
GS = GSW = GW x =
a−2a2
2a2−a+2 y =
2a2+a
2a2−a+2
Tabell 2: Tabellen visar de kombinationer som a˚terst˚ar.
GN = GE = GS = GW > GN = GEN = GE och
GN = GE = GS = GW > GS = GSW = GW vilket betyder att GN = GE = GS = GW a¨r
avst˚andet mellan P och Q. Det ger den mest avla¨gsna punktens koordinater, Q = (a,−a).
Det finns allts˚a fyra kortaste va¨gar till Q och den mest avla¨gsna punkten a¨r antipoden.
Genom att studera mittpunkten drar vi slutsatsen att resultatet ga¨ller p˚a hela diagonalen
a = b och diagonalen a = 1− b, p˚a sidan D p.g.a. kubens symmetri.
5.2.2 P ligger p˚a kanten
I detta avsnitt behandlas specialfallet b = 0, 0 < a < 12 . Efter att vi uteslutit de Gi som
alltid a¨r sto¨rre a¨n n˚agon av de andra samt eliminerat de kombinationer av Gi som inte ger
avst˚andet till sin punkt a˚terst˚ar fyra kombinationer av GWN ,GN ,GS och GSW . Samtliga av
dessa kombinationer ger x = a2−a , y = 0. Det betyder att Q = (
a
2−a , 0) och det finns fyra
kortaste va¨gar mellan P och Q. Alla fyra har la¨ngden GWN = GN = GS = GSW . P.g.a.
kubens symmetri drar vi slutsatsen att ekvivalent resultat ga¨ller fo¨r samtliga deltrianglar av
sidan D.
5.2.3 P ligger i ho¨rnet
I detta avsnitt behandlas specialfallet a = 0, b = 0. Fo¨rst utesluts GNE och GWS eftersom
de alltid a¨r sto¨rre a¨n n˚agon annan Gi. Observera sedan att geodeterna PEQ och PSEQ sam-
manfaller. Uto¨ver dessa sammanfaller a¨ven PESQ och PSQ, PWNQ och PWQ samt PNWQ
och PNQ. Att PEQ och PSEQ sammanfaller kan ses i figur 5.7 genom insikten om att PS
och PES sammnafaller d˚a a = 0, b = 0. Detta ger GN = GEN = GE = GS = GSW = GW
med Q = (0, 0). Den mest avla¨gsna punkten till ett ho¨rn a¨r s˚aledes det motst˚aende ho¨rnet
och det finns sex kortaste va¨gar dit. Vi drar slutsatsen att det ga¨ller fo¨r alla kubens ho¨rn.
5.3 Sammanfattning av resultat
I allma¨nhet finns tre kortaste va¨gar mellan en punkt och dess mest avla¨gsna punkt. Na¨r P
a¨r placerad p˚a n˚agon diagonal sammanfaller P :s mest avla¨gsna punkt med P :s antipod, dock
finns det fyra kortaste va¨gar mellan P och antipoden.
I fallet d˚a P till˚ats ligga p˚a linjen a = 12 , 0 ≤ b ≤ 12 , allts˚a a¨r placerad n˚agonstans p˚a det
”kors” som sammanbinder mittpunkterna p˚a sidans kanter g˚ar det att, genom en utvidgning
av resonemanget med mittpunktsnormaler i avsnitt 5, se att P har tv˚a mest avla¨gsna punkter.
Detta ga¨ller ej d˚a P ligger i punkten gemensam fo¨r linjerna som skapar korset - da¨r finns
bara den mest avla¨gsna punkten antipoden.
Det finns ingen punkt som har fler mest avla¨gsna punkter a¨n tv˚a.
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